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Общая характеристика работы 

Актуальность темы. Настоящая работа относится к теории 
слоеншгц с особенностями на замкнутых многообразиях. В 1982 
году С.П.Новиковым была поставлена задача об изучении топо­
логической структуры поверхностей уровня морсовскнх форм. В 
последние годы топологическая структура таких поверхностен 
активно изуча-тась разными авторами в связи со степенью ирра-
циона.тьностп dirrw формы w; в частности, для случая dirrw = О, 
было показано, что слоение такой формы компактно. В связи 
с этим возникает залача изучения характеристик ко.мпактного 
слоения морсовской (})ормы. В настоящей работе рассматрива­
ются компактные слоения, порожденные замкнутыми 1-формамп 
с морсовскими особенностями. 

Цель р а б о т ы : исстедовать свойства морсовских форм, опре­
деляющих компактные слоения, в частности: 

1) Сформулировать признак компактности слоения в гомологи­
ческих терминах. 

2) Изучить связь степени иррациональности формы с компакт­

ностью слоен1Ш. 

3) Исследовать свойства особых точек морсовской формы, за­
данной на замкнутом многообразии н определяющей ком­
пактное слоение. 

4) Исследовать связь степени иррациональности dirrw с чистом 
особых точек индекса О и 1. 
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М е т о д ы исследования. Пспользугатся методы алгебраиче­
ской топологии, топологии многообразии п теории графов. 

Научная новизна. Результаты дпссертацни являются но­
выми и за1слючаются в следзшзщем. 

1) Доказан признак компактности слоения .морсовской формы. 
Показано, что в двумерном случае он дополняется до крите­
рия. 

2) Доказана некомпактность слоения морсовской (^)ормы общего 
положение. 

3) По.тучена точная вер.чняя оценка на степень иррациона1ьно-
сти морсовской формы, определяющей компактное сюение. 

4) Получено неравенство, связывающее степень иррационатьно-
стп морсовской формы, определяющей компактное слоение, с 
числом особых точек индекса О и 1. 

5) Получено неравенство, связывающее индексы особых точек 
морсовской формы. В терминах особых точек фор.мы дока­
зано условие, обеспечивающее точность этой формы. 

Теоретическая и практическая ценность . Диссертация 
носит теоретический характер. Ее результаты могут быть по­
лезны специалистам, работающ1ш в области слоений с особенно­
стями и теории морсовских форм. 

Апробация работы. Результаты диссертации докладьша-
лись на научно-исскдовательском семинаре по топологии и ана-
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лпзу под руководством профессора А.С.Мищенко, а также на 
Александровских чтениях (1995 г.) 

Публикации. Основные результаты диссертации опублико­
ваны в пяти работах, список которых представлен в конце авто­
реферата. 

Структура диссертадии. Диссертация состоит из введения, 
трех глав, включающих в себя 12 параграфов, и списка литера­
туры. В тексте диссертации приведено 6 рисунков. Список лите­
ратуры содержит 34 наименования. Общий объем диссертации — 
80 страниц. 

Содержание работы 

Во введении дан обзор результатов работ, связанных с темой 
дпссертацип, и сформулированы основные результаты диссерта­
ции. 

Б главе 1 вводятся основные определения и доказывается при­

знак компактности стоенпя морсовской формы. 

В §1 вводится понятие особого и неособого слоя слоенпя 
Т^, определяемого морсовскоц фор.мой w, а также подгруппа 
i?u С J?„_i(M"), порожденная неособыми компактньаш слоями 
слоения Т^. Подгруппа Е^ является важной характеристикой 
слоения T.J, свонства которой тесно связаны с компактностью 
слоенпя в целом. 

Рассматривается отображение пересечения (п —1) - мерных го­
мологических классов: iJ'„_i(M") х H„_i(Af") -^ Нп-2{М"). Под-
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группа в группе H„^i{M"), на которой пересечение гомологиче­
ских классов TpHBiiaibHo, называется изотропной относительно 
этого отображения. Заметим, что подгруппа Д^, порожденная 
компактными слоями, является изотропной. Далее приводятся 
верхние и нижние оценки на ранг максимальной изотропной под­
группы /гц(Л/). Вычисляются значения Н^{М) для конкретных 
многообразий: Ло(М^) = д, Лц(Г") = 1. 

В §2 доказывается основной результат первой главы — при­
знак компактности слоения морсовской формы. 

Теорема 1.1. Если подгруппа Ни лвляетсл максимальной изо­
тропной подгруппой относительно операции пересеченги. гомо-
логи-'if.CKUX к.га(:сов. гп.о слоение 7^ ком-пактппо. 

Согласно доказанной теореме, если существует /'.«(Л/) компакт­
ных гомологически незавпси^цлх слоев, то все слои компактны. В 
частности, для компактности слоения морсовской формы на М'^ 
достаточно существования д гомологически независимых ком­
пактных слоев. 

В §3 показано, что если размерность многообразия п > 2, 
то утверждение, обратное к теореме 1.1, в общем случае неверно: 
существуют компактные с.тоения, у которых подгруппа Ни, поро­
жденная компактными слоями, не является максимальной. При­
веден пример в размерности три. Показано, как обобщается при­
веденная конструкция на размерность п> 3. 

В §4 в случае размерности два доказано, что этот признак 

является критерием (теорема 1.2) при условии, что на каждом 



особом слое лежит ровно одна особая точка. Приведен пример, 
показывающий, что последнее условие является существенным. 

C.П.Hoвикoвым^ бы.то введено понятие степени иррациональ­
ности dirro; замкнутой 1-формы (число несоизмеримых периодов 
формы минус 1). Очевидно, dirrw < Tkffi{M). В качестве след­
ствия из теоремы 1.2 получена оценка на степень иррациональ­
ности формы, опреде-тяющеп компактное слоение на М^. 

Теорема 1.3. Если слоение на М'^, определл,емое морсовской 
формой и/, компактно, то diivuj < 5 — 1. 

Заметим, что в этой теоре.ме условие на чисто особых точек, 
лежашп.к на особо.м слое, не является существенным, что доказы­
вается во второй главе. 

В главе 2 изучаются компактные слоения морсовской формы, 
доказывается оценка на степень иррациональности морсовской 
фор.мы, определяющей компактное стоение. 

В §1 строится разбиение многообразия, обладающего ком­
пактным слоением морсовской формы, на множества Vi, которые 
являются замыканиями максимальных цилиндрических окрест­
ностей неособых стоев: Vi = C(7i) (теорема 2.1). При этом ок­

рестность 0(7;) неособого стоя 7i состоит из диффеоморфных 

ему слоев. 

'Новиков СП. , Гамнльтонов формализм и многозначный аналог теории Морса, 

УМН, 1982, Т.37, ВЫП.5 
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в §2 с помошью построенного разбиения получена оценка 
на степень пррацпонатьностн морсовской формы, определяющеп 
компактное слоенпе. 

Теорема 2.2. Есл71 слоение Т^, определяемое па многообразии 
М морсовской формойи), компактно, то dirrw < vkH^ — 1-

Заметим, что число особых точек, лежащих на особом слое, 
.может быть произвольным. Точность по.тученноп опенки дока­
зывается в §3. 

В §3 доказывается точность верхней оценки, полученной в 
теореме 2.2 и некоторые следствця. 

В пункте §-3.1 доказывается признак существования неком­

пактного слоя. 

Следствие 2.1 Если па многообразии М слоение Т^ определя-
ется м.орсовской формойи и dirrw > /IQ""'̂ , ШО слоение имеет. 
некомпакт,ный слой. 

В частности, стоение морсовской формы на iV/| имеет неком­
пактный слой, если cVirruj > д. 

В пункте §3.2 доказывается точность верхней оценки, что 

вытекает из следующего утверждения. 

Теорема 2.3 Пусть Ти — компактное слоение, определяемое 
морсовской формойи. Тогда, для любого целого р такого, что 
О < р < ikH.j — 1, существует замкнутал морсовская форма 
и' степени иррациональности dirru' = р, определяющая т.о оке 
сам,ое слоение Т^,' = /L-



Следствие 2.3. Оценка, на степень иррациональности морсов­
ской формы, определлющей компактное слоение, которая была 
получена в теореме 2.2, явллетсл точной в следующем смысле: 
существует форма и' такая, что dirrw' = гкЯ^ — 1 и J^^ = J^^. 

В пункте §3.3 доказан критерий компактности слоения. 

Следствие 2.4 Слоение IF^, определяемое морсовской формой, 
ком7Шктно в том и только m.0M случае, когда сущест-вует функ­
ции / : Л-/ -V (R\0 такал, -что df Аи = 0 и dirr(/(r)a;) = 0. 

В пункте §3.4 показано, что если на многообразпн М" отобра­
жение пересечения (« — 1) - .мерных гомологических классов не 
тождественно нулевое, то слоение морсовской формы общего по­
ложения имеет некомпактный слой (теорема 2.4). Приведен при­
мер многообра-зпя с нулевым пересечением гомологических клас­
сов, на котором с.юение морсовской фор1»ЕЫ общего положения 
компактно. 

В главе 3 рассматриваются особые точки морсовской формы и 
и их связь с топологией слоения !Fu-

В §1 приводятся основные понятия, касающиеся особых точек 

морсовской формы. 

Определение 3.1 . Пусть р — особая точка морсовской формы 
LJ ux ' , . . . , x " — координаты в окрест.ност.и р такие, что 

А л 

1=1 i=A+l 

Индексом 'mdp особой точки p называется число inin(A, n — A). 

Обозначим П,- — множество особых точек индекса i. 



в §2 рассматриваются особые точки индекса 1 и доказыва­
ются технические леммы. 

В §-3 замыканию множества U неособых компактных слоев 
ставится в соответствие граф, вершинами которого являются 
компоненты СВЕЗНОСТЦ пересечения множества U с особыми сло­
ями. Степень вершины графа оценивается через число особых 
точек пнлекса О и 1, лежащих на соответств\тощем особом слое. 

В §4 рассматривается связь характеристик компактного сло­
ения с числом особых точек индекса О и 1. С помощью ассоци­
ированного графа компактных слоев доказываются схедуюшне 
опенки: 

Теорема 3.2. Пусть слоение 7^ ком,пак-тно, тогда 

Теорема 3.3. Если слоение морсовской формы ui KOMnaxviHo, то 

d i r r w < ^ ( | n i | - | n o | ) . 

В §5 рассматриваются особые точки произвольных (не обяза­

тельно компактных) слоений. 

Теорема 3.4. Пусть и — морсовскал форма, тогда 

2) Если |Г2о| > \^i\i "^о слоение 7^ определлемое этой формой, 
компактно, более того, форма ui т.очна: и = df. 
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Если особые точки морсовской формы ш удовлетворяют нера­
венству |fii| - 1 < |По| < |f^i|, то справедлив следующий критерий 
(теорема 3.5): слоение, определлемое этой формой, компактно 
тогда и только тогда, когда dirr w < 0. 

Автор выражает глубокую признательность своему научному 
руководителю профессору А.С.Мищенко за постоянное внимание 
к работе и полезные обсуждения. 
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